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1.

= (7 espacio de problemas
= S espacio de soluciones
np:G— S

A cada problema le queda asignada una solucion
v € G r— p(v).

Se pide que ¢ satisfaga ciertos axiomas

Axioma 1
Axioma 2

Axioma m



v

CIMAT Teorema 1. Eziste una tnica
w:G— S
que satisface los ariomas anteriores. Ademds,
p(v) = ...



Definicion 1. Un juego es una pareja (N, v), donde N = {1,...,n}
es un conjunto finito y

v:2Y 3R

tal que v(0) = 0.

v(S) ganancia conjunta que obtiene la coalicién S si esta se forma.
Problema:

vi—s e RY



CIMAT 2.1.

» Juegos de redes: sistema de riego, drenaje, sistema de agua potable,
teléfono, cablevision.
= Finanzas
Inversiones con rendimientos crecientes
Seguros
= Bancarrota
Racionamiento
Impuestos
Servicios
» Otros
Aeropuerto
Elevador
Profesor visitante



v

CIMAT Definicién 2. Una solucidn es una funcion,
o:GN 5 RY

Definicién 3. El valor de Shapley es la funcién Sh : GY — RV
definida por:

Shi(N,v) = Y _

TCN\{i}

thn —t—1)!
n!

(u(T'UA7}) = o(T))



v

CIMAT 2.2.

Definicién 4 (Eficiencia). Diremos que la solucion ¢ es eficiente
st Yy solo st

> pi(v) =v(N)

ieN
para todo v € G.

Definicion 5 (Simetria). Diremos que la solucion ¢ es simétrica
si y solo st

0 * p(v) = (6 % v)
para todo 8 € ©,v € G.



CIMAT

Definicién 6. Diremos que el jugador i es jugador nulo en v si
(S UA{i}) = v(S)
para todo S C N.

Definicién 7 (Nulidad). Diremos que la solucion ¢ satisface nul-
idad si p;(v) = 0 para todo jugador nulo en v.

Teorema 2 (Shapley,1953 ). Una solucion satisface los axiomas de
eficiente, simetria, aditividad y nulidad si y solo si es el valor de
Shapley.



iran | v(S)—v(S\{i}) siieS
ACHS { WS U{Y) - v(S) siidS

la. contribucion marginal de ¢ a S.

Axioma de monotonia fuerte.

Se dira que ¢ es fuertemente mondétona si y soélo si cada vez que se
tengan juegos v,w € G tales que v(S) > w'(S) para toda S C N
entonces @;(v) > @;(w).



v

CIMAT Teorema 3. (Young). El Valor de Shapley es la unica solucion
fuertemente mondotona que satisface simetria y eficencia.
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4.

Para cada coaliciéon 7' C N se deriva un juego vy amalgamando los
jugadores de T" en uno solo; a este jugador se le llamard T”. El espacio
de jugadores para vy es N\T U {T"}, y se define por:

vr(S) = v(S5)
vp(SU{T'}) =v(SUT)
donde S C N\T.

Axioma de reduccion. ¢;(v) + ¢i(v) < ¢ (vr) para cualquier coali-
cion T' = {i, j} de dos jugadores.
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v

CIMAT Teorema 4. (Lehrer). ¢ satisface los axiomas de nulidad, simetria,
linealidad y reduccion st y solo si @ es el Valor de Banzhaf-Coleman

en G.
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5.
Definicion 8. Se dird que S es una coalicion natural de soctos en
el juego v, si para cada T C S (T'#S) y RC N\S, v(RUT) =
V(R).

Axioma de sociedad. Si S es una coalicidon natural de socios en v
entonces 1;(v) = ¥;(vr(S)ug) para todo i ES.

Teorema 5.1 es una solucion lineal que satisface los ariomas de
sociedad, nulidad y Y(uy) > 0 si y solo si existe w tal que 1 es el
Valor de Shapley ponderado con sistema de ponderacion simple w.
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g" ={{i,j}|i € N,j € N,i#j}

GR={g|gCg¢"}

Definicion 9. A la funcion v : GR — R se le llama regla de
asignacion si y solo si para toda g € GR y S € N/g se tiene que:

Z Yilg) = v(95)

€S
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Definicion 10. La regla de asignacion ¢ es estable si y sélo si
para toda g € GR y {i,j} € g se tiene que:

Vi(g) > ¥i(g\{%,7})
vilg) = ¥ilg\{3,5})-

Definicion 11. La regla de asignacion 1 es justa si y sélo si para
toda g € GR y {i,j} € g se tiene que:

Yilg) = hilg\d, 7}) = ¥5(9) — ¥i(9\1, 7 1)-



v

CIMAT

Definicion 12. Para cada pareja (v,g) € G X GR sea v/g € G

definido por:
(v/9)(9) = > v(T).

TeS/g
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CIMAT

Teorema 6. (Myerson). Dado un juego v existe una unica regla
de asignacion justa ¢ : GR — R" la cual esta dada por:

¥(g) = Sh(v/g) para todo g € GR

donde Sh es el Valor de Shapley. Ademds si v es superaditivo la
regla de asignacion es estable.
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7.1.

7.

Notacion.

LA DISTRIBUCION DE HERENCIAS

N=A{1,...,n}
M={1,...,n}
A
ue RY

UERN, V; = E A j
1€M
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7.2. . Problema: A
Asignacién
_1_
Compensacion economica

Solucion: (u, x)

o(u,v) compensaciones
Al Jo(u,v) = 0.
A2 (u; + @i(u, v))v; = (u; + @i(u,v))v; .
A3 (u,x) es OP si y sélo si no existe otra solucién (u, ) tal que
U+T>Uu+2x

y la desigualdad estricta para al menos una coordenada.

Teorema 7. (u,z) OP <= u con mejores postores.
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CIMAT

Ejemplo.

/

@ satisface Al y A2 <= ¢(u,v) = 5%v — u.

Bien 1 29 20 50

Bien 2 75 180 200

v 100 200 250

U 0 0 250

Efectivo 45.45 90.90| -136.36

Porcentaje |45.45 % | 45.45 % | 45.45 %

Ju
o(u, v) =U U

100 0 45,45
2% 00 = o | = 900
950 | 95 250 136,36
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o

R

>,

el resultado es excelente, el jugador 1 obtiene $45.45 cuando el sélo
espera $33.33, el jugador 2 obtiene $90.90 cuando espera $66.66 y el
jugador 3 después de pagar obtiene un beneficio de $113.64 cuando
de acuerdo a sus estimaciones le corresponden sélo $83.33. Ademas,
cada jugador obtiene la misma proporcion de lo que €l cree que vale la
herencia.

Teorema 8. 57 u con mejores postores entonces el pago total u +
p(u,v)

a) es justo

b) Existe A € R tal que u + p(u,v) = v.

c) es una funcion continua de las a;;.

Con « :
Ad (u; + @i(u,v))ajv; = (u; + @;(u, v))oyv; para todo 4,5 € N.
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CIMAT Teorema 9. (u, ) OP <= u con mejores postores.
@ satisface Al y A4 <= p(u,v) = F-av — u.

Ejemplo (continuacion).

v 100 200 250
U 0 0 250
o 0.2 0.7 0.1

Corresponde 20 140 25
Efectivo 27.03| 189.19| -216.22
Porcentaje [27.03 % |94.59 %|13.51 %




7.3
determinar los derechos de pertenencia
_1_
la negociacién en la asignacion
Sea a € RV,

’Uk(S) _ { méaxjesa; sl k € S

0 de otra forma
Solucién + >, Sh(v¥)
Por la linealidad de Sh,

—ZSh nz Z p(n, s)—

k {S|SCN}
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CIMAT (s—1)l(n—s)! . .
donde p(n, s) = S s—1) Hies
- n!
Ejemplo (continuacion).
v 100 2000 250

Asignacion| 63.8 0.5 105.5
Porcentaje | 63.8 % (40.25 % | 42.2 %

de otra forma

Con «;:
Shi(w) =Y p(n,s)a(S) méx ay
{SISCN}

donde a(S) = > . 5.

S6lo negocie con el que evalué mas alto:

%(% + ay) si k no es el que mas alto evalua
1 Ui — Ok
=(D o "2k 4 40 ) | de otra forma.
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CIMAT

v 100 200 250

Asignacién| 58.3| 75.0] 116.6

Porcentaje | 58.3 % | 37.5 % | 46.64 %
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Definicion 13. El juego es una pareja (f,z) donde

» f:R? — R tal que f(0) =0
=z € RY.

Definicion 14. Una solucion es una funcion ¢ : F' X R} — R"

tal que z - p(f, 2) = (2).

Definicion 15. Un potencial es una funcion diferencial
F:Rf - R
tal que z - VF(z) = f(z) para toda z € R”.
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CIMAT s.1.
Dado f

a) Existe un tunico potencial F.
b) Hay un unico campo vectorial integrable ¢ sobre R’} tal que

z - Pp(z) :1f(2)-
¢) F(z) = [ Lf(tz)dt
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